Elementos de astronomia computacional (2009)

Unidad 3

Generacion de niumeros
aleatorios.

Ejercicio 1. Generadores de niimeros
aleatorios. La implementacién de un buen
generador de numeros aleatorios uniforme-
mente distribuidos sobre el intervalo (0,1)
no es una cuestiéon trivial. En la tabla Ol se
presenta algunos de los generadores disponibles
en diversos paquetes de software. Para cada
uno de ellos investigue los fundamentos de
su implementacion, su periodo y la manera
apropiada de utilizarlo.

Ejercicio 2. Simples test estadisticos para
los generadores de niimeros aleatorios. Es-
te ejercicio propone simples test estadisticos pa-
ra verificar la confiabilidad de los generadores
de ntmeros aleatorios.

a) Un primer test puede ser realizado visual-
mente graficando en el plano los pares ordenados
(x1,22), (X3, 24), .. (-1, %,) de una sucesién
{z;}_; de n niimeros aleatorios. Si los mismos
estan uniformemente distribuidos al azar en el
intervalo (0, 1) los puntos deberfan llenar el cua-
drado (0,1) x (0,1) sin ningin patrén discerni-
ble.

b) Una variable aleatoria x distribuida unifor-
memente en el intervalo (0, 1) tiene una funcién
de densidad de distribuciéon f(z) = 1,0 < z < 1,
con lo cual su media es

u:/ole(x)dx:%,

y su varianza es

En consecuencia, una muestra aleatoria de z,
{z;}_; de tamano n, tendrd una media mues-

Fuente Rutina

g77 /gfortran rand

Fortran 95 random_number
Numerical Recipes ranl/ran2/ran3
SLATEC rand

Octave rand

Tabla 1. Generadores de nimeros aleatorios.
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¢) Si z e y son dos variables aleatorias indepen-
dientes uniformemente distribuidas en (0, 1) en-
tonces su producto tiene una media igual a 1/4.
En consecuencia, para una sucesiéon de ntimeros
aleatorios el estadistico

de valor esperado o? =

1 n
ck:EinaciJrk, k=1,2,...
i=1

tiene un valor esperado igual a 1/4. Esto permi-
te, para k pequeno, testar la ausencia o presen-
cia de correlaciones entre valores préoximos.

Utilizando el método de congruencia lineal

x; = (ax;—1 +¢) mod M

con a = 125, b = 0, M = 8192, y semilla
xp = 1, genere una sucesion de enteros aleato-
rios. Obtenga la sucesién de nimeros reales del
intervalo (0,1) tomando u; = xz;/M. Grafique
100 pares consecutivos de esta sucesion, esto es,
(ul, ’LLQ), (’LLg, ’LL4), ceey (ulgg, ’LLQO()). CSe forma al-
gun patrén obvio sobre el cuadrado unitario?
;,Qué sucede si consideramos ahora 1000 pares
de puntos? Repita el experimento para otros va-
lores de los parametros a,b y M. Repita nueva-
mente el experimento para alguna de las imple-
mentaciones presentadas en la tabla [l

Verifique si los generadores de ntimeros aleato-
rios utilizados cumplen los relaciones estadisti-
cas mencionadas considerando muestras de ta-
mano n = 100, 1000, 10000, 100 000. ;Cémo se
comporta, en funcién de n, la desviaciéon de los
resultados respecto a los valores esperados?

Ejercicio 3. Test de y? sobre la “bondad”
de un generador de numeros aleatorios.
Este test estadistico permite considerar cuan
buena es la hipétesis de distribucién uniforme
sobre el intervalo (0,1) para una sucesién de n
nimeros aleatorios. El procedimiento es como
sigue. Divida el intervalo (0,1) en r subinter-
valos de igual longitud y cuente el niimero nj
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de ntimeros aleatorios que caen dentro de cada

subintervalo k = 1,...,r. Calcule el estadistico
N Yo
— n/r ’

Sea x?_, el fractil de la distribucién 2 con r—1
grados de libertad para un nivel de significacién
a = 0.1. Entonces, si la desigualdad

2 2
X > Xl—a?

es satisfecha, la hipodtesis es rechazada, esto es,
la calidad del generador es cuestionable.

Escoja algiin generador de nimeros aleatorios e
implemente el test de x? para r = 10 a 20 y
n = 100, 200, .. ., 1000.

Ejercicio 4. Generacion de una muestra
aleatoria distribuida exponencialmente.
El método de transformacion integral permite
obtener una muestra aleatoria de una distribu-
cién exponencial en forma simple. Si x es una
variable aleatoria cuya funcién de densidad de
distribucién f es una exponencial de media 1,

fle)=e,

0<x < oo,
su funcién de distribucion acumulada F' es

Flz)=1—-e"", 0<z<oc.

Se sigue entonces que
r=F"'(u) = —log (1 —u),

(jverificarlo!). Asi, obtenemos una muestra de
x generando un numero al azar u uniforme-
mente distribuido en (0,1) y tomando z =
—log (1 — u). Sin embargo, como 1 — u es tam-
bién una variable aleatoria distribuida unifor-
memente en (0,1), —log(l —U) tiene la mis-
ma distribucién de probabilidad que —logU. En
consecuencia, el opuesto del logaritmo de un nu-
mero al azar distribuido uniformemente en (0, 1)
tiene una distribucién exponencial de media 1.

Implementar el método anterior para generar
una muestra aleatoria de tamano n = 1000 dis-
tribuida exponencialmente con media 1, cons-
truya el histograma de frecuencias y compare
con la distribucién teodrica. Generalizar la im-
plementacion para una distribuciéon exponencial
de pardmetro « (media 1/a) (Ayuda: Considere

la variable aleatoria & = — z).
e

Ejercicio 5. Generacion de una muestra
aleatoria con distribucién de Poisson. En el
caso de una variable aleatoria discreta = con fun-
cién de probabilidad puntual p; = P(z;) y fun-
cién de distribucién acumulada F; = F(z;) =
Z;C:Opk, el proceso de inversién del meétodo
de transformacion integral conduce a determi-
nar en la tabla de valores de Fj; el valor de
x; = F~1(u) tal que

F i <u<F,.

Consideremos, en particular, que = es una va-
riable aleatoria con una distribucién de Poisson
de media A:

pi==e? i=0,1,...

il
En este caso, los valores p; satisfacen la siguiente
relacién de recursion (jverificarlo!):

_ A .
po=e piy1= i i=1,2,...

lo cual permite simplificar el cémputo de los p;
durante la buisqueda secuencial de z, obtenien-
do asfi el siguiente algoritmo para obtener una
muestra con distribucién de Poisson de media

A

Generar un numero aleatorio u uni-
formemente distribuido en (0, 1)
Tomari=0,p=e* F=p
Mientras v > F' tomar

D
p=73P
F=F+p
t=1+1

Tomar x =1

Implementar el algoritmo anterior. Generar una
muestra de tamano n = 1000 con distribucién de
Poisson de media A = 1, construir el diagrama
de frecuencias y comparar con la distribucion
teérica. Mejorar la eficiencia del algoritmo im-
plementando una busqueda dicotémica del valor
muestral a partir de los valores méas préximos al
valor medio .

Ejercicio 6. Generacion de una muestra
aleatoria distribuida normalmente. En es-
te ejercicio consideraremos tres diferentes ma-
neras de generar numeros al azar distribuidos
normalmente.

a) De acuerdo al teorema del limite central, si
{zr}}_, es una sucesion de variables aleatorias
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independientes de media i y varianza o2, enton-

ces, conforme n se incrementa, la variable alea-
toria

>k -
_ Zuk=1Tk —
2

z

)

no

se aproxima a una distribucién normal con me-
dia 0 y varianza 1. Si los xj estdn distribui-
dos uniformemente en (0,1), entonces p = =

2
y 02 = 2L lo cual implica que

127
_ D ko1 Tk — /2

V/n/12

se aproxima a una distribucién normal con me-
dia 0 y varianza 1. Con la eleccion n = 12, la
férmula anterior toma su forma mas simple:

12
z = g xr — 6.
k=1

De este modo, sumando una docena de niimeros
aleatorios uniformemente distribuidos y sustra-
yendo 6, obtenemos una muestra aleatoria cuya
distribucién se aproxima a una distribucién nor-
mal con media 0 y varianza 1.

z

b) Si z es una variable aleatoria distribuida nor-
malmente con media 0 y varianza 1, entonces
la funcién de densidad de probabilidad del valor
absoluto de z, x = |z|, es

2 e

e , 0<z<oo.

Una muestra aleatoria que sigue esta distribu-
cién puede ser obtenida a través del método de
rechazo 6 método de Von Newmann. Considere-
mos la variable aleatoria y cuya funciéon de den-
sidad de probabilidad g(y) es una distribucién
exponencial de media 1:

gly)=eY, 0<y<oco.
Ahora,
fy) (y—y?/2
I = o ey /)
9(y) /

y su maximo valor se alcanza en y = 1 (jdemos-
trarlo!). Por lo tanto tomamos

SEAC) N IO N py

C = max
g(1)

9(y)
con lo cual,

TR

Asi pues, el método de rechazo procede, en es-
te caso, como sigue: Se genera un valor de y
cuya distribuciéon de probabilidad es una ex-
ponencial de media 1 y un numero aleatorio
u uniformemente distribuido en (0,1). Si u <
exp {—(y — 1)?/2}, entonces se toma x = y; en
caso contrario, se genera otro valor de y. De es-
te modo obtenemos una muestra con una dis-
tribucién igual a la del valor absoluto de una
variable distribuida normalmente. Para obtener
una muestra de z, alcanza con tomar dicho va-
lor como x 6 —z en igual proporcion, esto es,
generamos un numero al azar u y tomamos:

xZ
z =
—T

Noétese que la condiciéon de aceptacion para y es
equivalente a —logu > (y—1)2/2. Como — logu
tiene una distribucién exponencial de media 1,
para generar x podemos proceder, entonces, ob-
teniendo dos valores y; e y» de muestras inde-
pendientes de una distribucién exponencial de
media 1. Entonces, si y2 > (y1 — 1)2/2, toma-
mos = = y1. De lo contrario volvemos a generar
otro par de valores (y1,y2).

siu<1/2,
siu>1/2.

¢) Sean x e y dos variables aleatorias indepen-
dientes con distribucién normal de media 0 y
varianza 1. Sean r y 6 las coordenadas polares
del vector (x,y) en el plano, esto es,

= VETP

Entonces, 2 v 6 son variables aleatorias inde-
pendientes, siendo la distribucién de densidad
de probabilidad de r? una exponencial de me-
dia 2, mientras que 6 estd uniformemente dis-
tribuida en el intervalo (0,27) (jdemostrarlo!).
De este modo una muestra aleatoria distribuida
normalmente para cada variable del par (z,y) es
obtenida como sigue: (a) generar dos nimeros
aleatorios u; y wue uniformemente distribuidos
en (0,1), (b) tomar 72 = —2logu; y 6 = 2mus,
(c) asignar

x =rcosf =+/—2logu cos (2mus),
y =rsinf = \/—2logus sen (27wus).

Este procedimiento es conocido como método de
Boz—Muller. Por eficiencia computacional seria
deseable evitar el computo de funciones trigono-
métricas, lo cual puede efectivamente lograrse
generando pares de nimeros aleatorios (v1,v2)

tanf = g.
T
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uniformemente distribuidos en el interior del
circulo de radio unidad centrado en el origen.
En tal caso, las coordenadas polares r y 6 del
par son variables aleatorias independientes, es-
tando r? distribuido uniformemente en (0,1) y
6 distribuido uniformemente sobre (0,27) (jde-
mostrarlo!). De este modo, podemos obtener el
seno y el coseno del angulo aleatorio 6 a partir
de los valores del par (v1,vs) tomando:

9 U1 U1
cost) = — = —5———7,
N CERRE

0 V2 V2
senf) = — = ———5—-.
r T (i)

Entonces, generando un ntimero aleatorio u dis-
tribuido uniformemente en (0,1), obtenemos
una muestra para el par de variables (z,y) dis-
tribuidas normalmente tomando:

/2 U1
v = (—2logu)/? — U
(’U%—f—’u%)l/Q

/2 U2
y:(—21ogu)1 EE—
(’U%—f—’u%)l/Q

Ahora bien, puesto que 72 = v? + v3 estd dis-

tribuida uniformemente en (0,1) y es indepen-
diente del dngulo aleatorio 8, podemos utilizar-
lo como el niimero aleatorio u de las ecuaciones
anteriores. De este modo, definiendo s = r? =

2, .2
v{ + v3, resulta que

—2log s\ 1/2
e (P2
s

—2logs\1/2

Yy =12 (7) .
S

constituyen una muestra aleatoria para dos va-
riables distribuidas normalmente con media 0 y
varianza 1, cuando (v1,v2) es un punto al azar
del interior del circulo de radio 1 centrado en
el origen, y s = v? + v2. Este procedimiento es
conocido como método polar.

Implementar cada uno de los tres métodos ante-
riores para generar una muestra aleatoria de dis-
tribucién normal de media 0 y varianza 1. Tes-
tear cada implementaciéon generando una mues-
tra de n = 1000 valores y construyendo el his-
tograma de frecuencias con una longitud de los
intervalos de clase igual a ¢ = 1. Compare sus
resultados con la curva de la funcién de densi-
dad de probabilidad normal. Experimente con
otros valores de n para comparar la precisién y
eficiencia de los métodos.

Generalice las implementaciones para obtener
una muestra aleatoria de una distribucién nor-
mal de media p y varianza o? dadas (Ayuda:
Considere la variable aleatoria 2 = y + o 2).

Ejercicio 7. Modelo de un proceso esto-
castico. Un camino aleatorio es una sucesion
de pasos de longitud fija con una direccién esco-
gida en forma independiente y al azar del paso
anterior. Procesos de este tipo pueden ser uti-
lizados para modelar varios fenémenos fisicos,
tales como el movimiento browniano de peque-
nas particulas suspendidas en un fluido o el mo-
vimiento de los electrones en metales. En este
ejercicio consideraremos un camino aleatorio en
el plano. Comenzando desde el origen, conside-
ramos una serie de n pasos (Ax;, Ay;) de lon-
gitud unidad (Az? + Ay? =1),i=1,2,...,n.
Si las direcciones en cada paso son aleatorias,
entonces, para un gran numero de pasos, ain
cuando la distancia total caminada es n, la dis-
tancia radial al origen es, en promedio, sélo \/n.

Implemente un camino aleatorio en dos dimen-
siones para un niumero de pasos n de longi-
tud unidad. Para escoger cada direccién arbi-
traria genere un angulo aleatorio 6 en el ran-
go (0,27] y tome Az = cosf, Ay = senf.
Alternativamente, con el fin de evitar la eva-
luacién de funciones trigonométricas, considere
dos ntumeros aleatorios AZ y Ag en el rango
(=1,1) y tome Az = Az/L, Az = Ag/L, sien-
do L? = A%? + Ag?. Efectie simulaciones para
n = 10, 100, 1 000 y 10000, promediando la dis-
tancia radial al origen al final de cada camino
sobre varias pruebas para cada valor de n. Com-
pare sus resultados, en funcién de n, con la pre-
diccién tedrica.

Ejercicio 8. Estimacion de una cantidad
determinista por un modelo estocastico.
Considere un circulo de radio unidad centra-
do en el origen de coordenadas e inscrito en el
cuadrado de 4rea 4 centrado en el origen. Ge-
nere una sucesién de n pares (z;,y;) de nime-
ros uniformemente distribuidos sobre el interva-
lo (—1,1) y cuente el nimero m de pares que
caen dentro del circulo. La probabilidad de que
un par dado caiga dentro del circulo es

Area del circulo T

Area del cuadrado 4
la cual, para n grande, puede aproximarse por
la frecuencia relativa m/n.

Implemente el proceso anterior para aproximar
7. Experimente con diversos valores de n.
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Ejercicio 9. Generaciéon de condiciones
iniciales. Utilice el siguiente programa para la
construcciéon con N = 250000 cuerpos de una
esfera de Plummer de masa M = 1.0 y radio
critico R = 1.0 (en el sistema de unidades don-
de G = 1). Debido a que la configuracién se
extiende a infinito, considere un radio de corte
= 20. Compare el histograma de la distribuciéon
de densidad de masa de la configuracién gene-
rada con la distribucion conocida.
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Programa para generar una esfera de Plummer

program esfera_de_plummer

Descripcién: genera una distribucién de N particulas en equilibrio
de acuerdo a la distribucién de masa de la llamada ESFERA DE
PLUMMER.

Formato del archivo de entrada:
Archivo salida

plummer.sal

Constate de gravitacion universal
1.0

Numero de cuerpos

250000

Radio de corte

20

Masa, radio critico

1.0 1.0

La salida consiste de la masa, posicién (x,y,z) y velocidad
(vx,vy,vz) de cada una de las N particulas del modelo.

¥R X X X K X K X K X X X X X X X X X ¥ X ¥ *

implicit none

character(80) infodato, ! Nombre descriptivo
& nombreentrada,! Archivo de datos de entrada
& nombresalida ! Archivo de datos de salida

integer i, j,ok

real PI,K ! Constantes

parameter (PI=4.0*atan(1.0),K=3.0%*PI/64.0)

real GRAV, ! Constante de gravitacion universal

& NCUERPOS, ! Nimero de cuerpos del sistema

& RADIODECORTE, ! Radio de corte de la configuracién

& MTOT, ! Masa total del sistema

& ERRE, ! Radio critico

& ENERGIA, ! Energia del sistema

& r, ! Médulo del vector posicién

& a0,al,a2, ! Nimeros al azar en [0,1]

& f, ! Funcidén del test de Von Newmann

& ve, ! Velocidad de escape

& v, ! M6édulo de la velocidad

& C1, ! Constante

& masa, ! Masa de las particulas

& vector_r(3), ! Vector posicién

& vector_v(3) | Vector de velocidad
K
* Bloque de lectura de datos
¥

if (command_argument_count().eq.0) then

write(0,*) "Error: Indicar el archivo de datos"
stop

endif

call get_command_argument (1,nombreentrada)
¥

open(8,file=nombreentrada,status=’0ld’,iostat=ok)
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if (ok.ne.0) then
write(0,*) ’El archivo de datos no puede ser leido’
stop

endif

read(8,’(A)’) infodato
write(*,’ (A)’) infodato
read(8,’(A)’) nombresalida
write(*,’(A)’) nombresalida

read(8,’(A)’) infodato
write(*,’(A)’) infodato
read(8,*) GRAV
write(*,*) GRAV

read(8,’(A)’) infodato
write(*,’(A)’) infodato
read(8,*) NCUERPOS
write(*,*) NCUERPOS

read(8,’(A)’) infodato
write(*,’ (A)’) infodato
read(8,*) RADIODECORTE
write(*,*) RADIODECORTE

read(8,’(A)’) infodato
write(*,’(A)’) infodato
read(8,*) MTOT,ERRE
write(*,*) MTOT,ERRE

close(8)

! Chequear minima consistencia de los datos

if (MTOT.1t.0.0.or.ERRE.1t.0.0) then
write(0,*) ’Valores fuera de rango!’
stop

endif

! Calcular energia total del sistema
ENERGIA=-K*GRAV*MTOT**2/ERRE
write(*,*) ’Energia = ’,ENERGIA

! Generar cuerpos
masa = MTOT/real (NCUERPOS)
RADIODECORTE = RADIODECORTE/ERRE

open(8,file=nombresalida, status=’unknown’,iostat=ok)

if (ok.ne.0) then
write(*,*) ’El archivo de salida no puede ser escrito’
stop

endif

i=1

Cl= sqrt(2.0*(GRAV*MTOT/ERRE))

do while(i.le.NCUERPOS)
! Generacién del modulo del radio vector
call random_number (a0)
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r=1.0/sqrt(a0**(-2.0/3.0)-1.0) ! r/R
if (r.1le.RADIODECORTE) then
! Computar velocidad de escape
ve=C1* ((1.0+r**2)**(-0.25))
! Generar modulo de la velocidad
ok=1
do while (ok.ne.0)
call random_number (al)
call random_number (a2)
f=(1.0-(a1*%2))**(3.5)
if(a2.le.f) then

v=alx*ve
ok=0
endif
enddo
r=r*ERRE ! Dimensionar correctamente

! Generar vectores posicion y de velocidad
call generavector(r,vector_r)

call generavector(v,vector_v)

! Imprimir datos del cuerpo generado
write(8,’(7(1pel3.6,1x))’) masa,

& (vector_r(j),j=1,3),
& (vector_v(j),j=1,3)
! Seguir con el siguiente cuerpo
i=i+1
endif
enddo
close(8)
stop
end
*
subroutine generavector(modulovector,vector)
¥
* Subrutina para generar al azar las componentes x,y,z de un vector
* de médulo dado
¥
* Argumentos de la subrutina
%
implicit none
real modulovector, ! Médulo del vector
& vector(3) ! Vector
K
* Variables locales
¥
real rn,r
real DBLE_PI
parameter (DBLE_PI=8.0*atan(1.0))
K
* Bloque de procesamiento
¥

call random_number (rn) ! Obtener nimero al azar en [0,1]
vector(3)=(1.0-2.0%*rn)*modulovector ! Componente z

call random_number(rn) ! Otener nimero al azar en [0,1]

r=sqrt ((modulovector**2-vector(3)**2)) ! Proyeccién en el plano
vector(1)=r*cos(DBLE_PI*rn) ! Componente x

vector (2)=r*sin(DBLE_PI*rn) ! Componente y

return

end
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